Primeros resultados de la paralelizacion del
algoritmo de factorizacion de Cholesky sobre
clusters usando cémputos parciales

Gustavo Wolfmann *

Lab. de Computacién - Universidad Nacional de Cérdoba
Av. Velez Sarsfield 1611, 5000, Cérdoba, Argentina, gwolfmann@gmail.com

Abstract. La paralelizacién de algoritmos con fuerte dependencia de
datos no logra grandes mejoras de rendimiento en un entorno de memoria
distribuida debido a las sincronizaciones, donde gran parte de los nodos
quedan a la espera de datos procesados por otro/s nodo/s. Los nodos
en espera pueden realizar computos parciales mientras esperan los datos
que generan la dependencia siempre que dispongan de datos para poder
realizarlos y que se preserven los resultados parciales hasta que sean
necesarios. Se presenta los primeros resultados de aplicar esta técnica de
paralelizacion sobre el algoritmo de factorizacién de Cholesky con mejora
de hasta un tercio en el tiempo de ejecucion.

1 Introduccién

Los algoritmos de factorizacién de matrices pueden descomponerse en tareas
de factorizacién propiamente dichas y de actualizacion, estas tltimas originadas
por la dependencia de datos. Paralelizar bajo un entorno de memoria distribuida
impone una sincronizacion de los resultados que generalmente procesa un solo
nodo, quedando los restantes nodos a la espera para poder seguir computando.

Una posibilidad de aprovechar los tiempos de espera es realizar computos par-
ciales concebidos como el procesamiento en avanzada de una parte del cémputo
a realizarse en etapas posteriores. La estrategia es factible cuando parte de los
datos necesarios estén disponibles en el nodo en espera y bajo la condicién de
preservar dichos resultados hasta el momento en que sean necesarios.

Desde la perspectiva de los patrones de paralelismo[l], puede decirse que los
cémputos parciales es una divisién de tareas de grano “ultra-fino”. La divisiéon
de tareas de un algoritmo para su paralelizacion, suele considerar a las férmulas
matematicas como el punto de maxima divisién. Sin embargo, la divisién puede
ser aun mayor si se despliegan las férmulas donde intervengan secuencias de
datos, como es el caso de aquellas donde participa una sumatoria (7).

La situacién ideal para realizar cémputos parciales es que un nodo disponga
de antemano parte de los datos necesarios para realizar computos posteriores
para utilizar el tiempo de espera de sincronizacion. Si los datos deben enviarse
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desde un tercer nodo, los beneficios aun pueden existir, pero en menor rango.
La mejora del rendimiento depende del algoritmo, del cluster donde se ejecute
y del tamano del problema. Este resumen presenta los primeros resultados de la
aplicacion de esta técnica sobre el algoritmo de factorizacién de Cholesky.

2 Paralelizacién del algoritmo de Cholesky

El algoritmo de Cholesky permite factorizar una matriz definida positiva A, de
rango n, como A = L x LT, donde L es una matriz triangular. Los valores de L
quedan definidos por:

i—1

2

ai = 13,
k=1

-1
(aij—Zlik lek) /ljj 1<jij<i<n (2)

k=1

La primera férmula determina los valores de la diagonal principal y la segunda
los de la parte triangular inferior. Estas férmulas imponen un orden de proce-
samiento desde la esquina superior izquierda hacia la inferior derecha para los
elementos de la diagonal principal y para los restantes elementos el 6rden no es
Unico, distinguiéndose una fuerte dependencia de datos.

Algunos intentos de paralelizacién de este algoritmo son:

eSCALAPACK (Scalable Linear Algebra package) [2] es la referencia de ruti-
nas de algebra lineal paralelas. Disenada para correr bajo el modelo de memoria
distribuida no tiene en cuenta la arquitectura de nodos multicore de la actuali-
dad, por lo que genera un esquema de comunicaciones complejo.

ePLASMA [3] es un desarrollo reciente de rutinas de dlgebra lineal diseriada
para los actuales equipos multicore. Genera un grafo de dependencia de tareas[4],
las cuales se ejecutan bajo el patrén master/worker [1], logrando un balance de
carga por la distribucién dindmica de tareas productivo en memoria compartida.

eKurzak y Dongarra aplicaron la técnica de look ahead como una alteracion
en el orden de las operaciones sobre computadoras multicore[5]. Los mejores
resultados se alcanzan fijando el érden de ejecucion dindmicamente.

eUn algoritmo utilizando clusters y MPI con comunicaciones colectivas fue
experimentado por Tinetti et. al. [6] distribuyendo los datos en forma de bandas-
fila entre los nodos. A pesar de la eficiencia lograda a partir de las comunicaciones
colectivas, el balance de carga es pobre ya que la matriz procesada es simétrica.

Nuestros estudios estan basados en pruebas de ejecucion de 3 algoritmos:

1. La implementacién distribuida del algoritmo de Cholesky de Scalapack.

2. El algoritmo de Tinetti utilizando broadcast. En un cluster con p nodos, los
datos son divididos en p bandas filas y distribuidos entre estos, generando
p iteraciones. En la iteracion ¢, el nodo ¢ computa los valores de la diagonal
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principal (I;;). Los restantes nodos esperan dicho resultado, que una vez
calculado es replicado utilizando broadcast. Los nodos j, con j > ¢, calculan
los valores de la columna i en la respectiva banda j, por lo que toda la
columna i queda calculada. Su desbalance de carga se grafica en la fig. 1a).
3. Algoritmo con cémputos parciales: el procesamiento y la distribucién de
datos es igual al anterior. Aqui se anticipan algunas operaciones, lo cual se
evidencia al desplegar las férmulas expuestas. En la sumatoria de la féorm. 1
se procesan valores de una misma fila y la suma se puede desplegar como:

i1 h i1
le?k = leQk + Z 15
k=1 k=1

k=h+1
En el algoritmo anterior se vié que finalizada la iteracién h, los valores de
dicha columna quedan calculados, por lo que puede realizarse la acumulacion
parcial de los datos de cada fila hasta dicha columna anticipadamente al
momento en que se deba computar la diagonal principal.
La féormula 2 puede desplegarse como:

h Jj—1
lij = (aij — Zlik X ljk — Z lik X ljk> /ljj
k=1

k=h+1
donde para el primer sumatorio estamos en un caso similar al anterior en
cuanto a que una vez terminada la iteracién h, puede realizarse el producto
de I X 1jn. Aqui se diferencia en que hay un producto de valores de dos filas
que pueden residir en diferentes nodos, por lo que en este caso para realizar
computos parciales seria necesario una comunicacion.

1<h<i—1 (3)

1<h<j—1(4)

En los experimentos se usé precisién simple y programacién hibrida OpenMP-
MPI [7]. El eémputo intra-nodo se realizé utilizando rutinas de BLAS y Lapack
optimizadas para computadoras multicore (sgemm, spotrf, ssyrk y strsm).

En tabla 1 se presentan los resultados de los tests. Se ejecuté Scalapack (1)
y broadcast (2) en un cluster con resultados similares. En otro, broadcast (3) y
computos parciales en dos variantes, con solo el computo parcial de los valores
de la diagonal principal (4a), y agregdndole el céomputo parcial de los valores de
la dltima banda fila (4b), con mejoras en los tiempos de hasta un 35%. La fig. 1

Rango |Scalapack |Broadcast Broadcast |Cémput. |Cémput.

Matriz [nb=64 (1) |((2) (3) parcial(4a) |parcial(4b)
12000 |13.47 (1.00) |13.53 (1.004) 04.77 (1.00) |04.34 (.901) |03.43 (.719)
18000  |40.52 (1.00) |38.08 (0.940) 13.19 (1.00) |10.61 (.804) |08.55 (.648)
24000  [92.40 (1.00) |82.75 (0.896) 27.20 (1.00) |21.83 (.802) |17.65 (.649)

(b) Ejecucién sobre un cluster de 8 nodos
con 8 threads por nodo e Infiniband.

(a) Cluster con 8 nodos x 4 threads, In-
finiband, y 32 procs. MPI p/Scalapack.
Table 1: Tiempos de ejecucion de los algoritmos usados en segundos
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(a) Traza del algoritmo de broadcast (b) Traza del algor. de cémp. parciales

Fig. 1: Ejemplos de trazas de la ejecucién de algoritmos en un cluster de 6 nodos

muestra las trazas de ejecucion de los algoritmos de broadcast y de la segunda
variante de cémputo parcial. El drea blanca corresponde a computo y la azul a
esperas de sincronizacién. Se evidencia las menores esperas en el segundo caso.

3 Conclusiones y futuros trabajos

Los primeros resultados para la técnica de “Coémputos Parciales” sobre algo-
ritmos con altas dependencias de datos han sido promisorios con ganancias de
hasta un 35% sobre algoritmos tradicionales, gracias a una mejora en el balance
de carga al realizar una divisién de tareas de grano ultra-fino. Sin embargo,
obtener dichos resultados es complejo y depende de la formulacién matemaética
del problema, la distribucién de los datos y las caracteristicas del cluster donde
se corran los programas. En el futuro se planea estudiar la optimizacién de la
aplicacion a este algoritmo, extender la técnica a otros algoritmos y modelizarla
a los fines de poder aplicarla en forma generalizada.
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